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슬라이딩모드제어에나오는 Filippov해는무엇이고왜필요할까?
심형보 (서울대학교전기정보공학부)

알수없는미지의상수 a가 −1≤ a≤ 1을만족함을알고있을때

ẋ(t) = a+u

로주어진 1차시스템에대해,임의의초깃값으로부터원점으로보내는궤환(feedback)제어법칙 u(x)를설계할

수있을까?슬라이딩모드제어에대해지식이있는독자라면

u(x) =


−2, x > 0

?, x = 0

+2, x < 0

와같은궤환제어법칙을떠올릴수있을것이다.이때,물음표 ?에알맞는값은과연무엇일까?

1. 불연속궤환제어의힘:강제로원점으로보내기

불연속 궤환제어기의 한 종류인 슬라이딩 모드 제어

(sliding mode control)는 강인제어(robust control)의 한
방법으로 널리 알려져 있다. 슬라이딩 모드 제어가 외
란관측기(DOB)나 H∞ 제어 등과 다른 대표적인 특징은

non-vanishing 불확실성에 대해서도 강인성을 가진다는
것이다. 이 말이 의미하는 바를 이해하기 위해 단순한 1
차시스템

ẋ = δ (t,x)+u

를생각해보자.여기서 δ (t,x)는불확실한미지의항(un-
certainty)이고,이시스템의원점 x = 0을안정화하는것
이목표라하자.어떤제어기를만들면이목표를달성할
수있을까?

만약 δ (t,x)가 −1≤ a≤ 1의범위를가진미지의상수
a에대해

δ (t,x) = ax

의 형태로 주어진다면, 우리는 쉽게 u(x) = −2x라는 간
단한선형궤환제어가강인제어역할을함을알수있다.
즉,

ẋ = ax−2x = (a−2)x

인데, −3 ≤ (a− 2) ≤ −1이므로 이 시스템의 모든 해는
시간이 지남에 따라 0으로 수렴하기 때문이다. 그런데
선형제어는 u(0) = 0,즉, x = 0에서입력이 0이되기때
문에앞에서살펴본원점으로의수렴성질은불확실성 δ

역시 같은 성질, 즉, δ (t,0) = 0이기 때문에 가능한 일이
었다.이와같이목표한평형점에서불확실성이 0이되는
불확실성을 vanishing불확실성이라부른다.

반면, non-vanishing 불확실성을 가진 시스템의 예를
들자면, 0아닌미지의상수 a에대해

ẋ = δ (t,x)+u = a+u (1)

를 생각해 볼 수 있다. 이 경우 δ (t,x) = a가 되므로,
δ (t,0) 6= 0이되는데,이런시스템에대해서도원점으로
보내는강인제어기를설계할수있을까?

사실 이 문제의 답은 좀 싱겁게 구할 수 있다. 잘
알려진 PI(proportional-integral) 제어기 u(x) = −k1x−
k2
∫ t

0 x(τ)dτ(단, k1 > 0, k2 > 0)가 x(t)를 원점으로 보낼
수 있다. (각자 증명해 보자.) 안되겠다. 좀더 어려운 불
확실성을 고려하기 위해, −1 ≤ φ(t) ≤ 1의 범위를 만
족하는 (영함수가 아닌) 미지의 연속함수 φ(t)에 대해
δ (t,x) = φ(t)인경우,즉

ẋ(t) = φ(t)+u (2)

를 생각하자. 이 경우 역시 δ (t,0) 6≡ 0이므로 non-
vanishing불확실성이다.

이 경우의 궤환제어기로는 가변구조 제어기(variable
structure controller)혹은불연속궤환제어기(discontinu-
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ous feedback controller)1가제격이다.예를들면,

u(x) =

−2, x > 0

+2, x < 0
(3)

와같은제어기를말한다.이제어기를인가할때폐루프
(closed-loop)시스템은

ẋ(t) = φ(t)−2≤−1, x(t)> 0

ẋ(t) = φ(t)+2≥+1, x(t)< 0

를 만족하므로, 초깃값 x(0)가 양수라면 시간이 흐름에
따라작아져 0에도달하고, x(0)가음수라면점점커져 0
에도달한다.즉, (시간에따라변하는) non-vanishing불
확실성이있음에서불구하고유한시간내에원점에도달

함을알수있다.

또한, 앞에서 살펴본 δ (t,x) = ax의 경우에도 불연속
궤환제어식

u(x) =

−2x−1, x > 0

−2x+1, x < 0
(4)

에 의해, x > 0에서 ẋ ≤ −x− 1 ≤ −1이고, x < 0에서
ẋ ≥ −x + 1 ≥ 1이 되기 때문에 역시 유한시간 내에 원
점에도달한다.

정리하면식 (3)이나 (4)와같이주어지는불연속궤환
제어식은 vanishing 불확실성이든 non-vanishing 불확실
성이든모두유한시간내에원점으로보낼수있는강력

한강인제어기임을알수있다.

2. 독자의불만과공학자의해법

그런데 여기까지 내용을 살펴본 독자는 이렇게 물을

수 있다: “식 (3)이나 (4)에서 x = 0일 때 입력값 u(0)는
왜말안하나요?”

난감하다.사실말을안한게아니라못한것이기때문
이다.유한시간내에원점으로도달했다고하면,그시간
이후로 x(t)는 0의 값을 유지해야 한다. 즉, ẋ(t) = 0이어
야한다.그런데그렇게되려면예를들어 (1)의경우에는

0 = a+u(0)

즉, u(0) = −a여야 하는데 a는 미지의 상수이니 이렇게

설정할수는없다.마찬가지로 (2)의경우에는

0 = φ(t)+u(0)

여야하는데, u(0) =−φ(t),즉 u(0)값이시간에따라변
한다는것도말이안된다.

물론 공학자로서 나의 변명은 이러하다. 위 불연속
제어식을 실제 제어기로 구현할 때는 샘플링(sampling)
주기 ∆에 대해 매 샘플링 시간 t = k∆(k는 정수)마다
u(x(k∆))를결정할것인데,부동소숫점표기를사용하는
디지털 컴퓨터에서 센서가 측정한 값 x(k∆)가 완전히 0
이 될 확률은 매우 작다.2 그러니 내가 u(0)의 값을 정
하지 않고 x(t) > 0인 경우와 x(t) < 0인 경우만 코딩해
넣어도 제어 프로그램이 무리없이 돌아갈 것이다. 특히
어느 정도 시간이 흘러 x(k∆)가 원점 부근에 도착하게

되면 u의값은양수와음수를반복하게되고 x(k∆)역시

원점 부근에서 양수와 음수를 반복하며 머무르게 되겠

지만 x(k∆)가 0이 되는 일은 거의 발생하지 않을 것이
다. (이렇게목표값에도달하지않고목표값위아래로교
번하는현상[그림 1]을 ‘chattering’이라하는데슬라이딩
모드제어의대표적단점이라할수있다.)

Fig. 1. 채터링(chattering) 현상은 샘플링 주기 ∆가 작아

질수록줄어드는것이일반적이다.

아무튼 x(t)를매 ∆> 0시간마다샘플링을통해 u를구
한뒤 ∆시간동안 u를상수로유지한다는논리로독자가
제기한문제를빠져나가는듯하지만,사실이럴것이라
면 처음부터 이론을 이산시간 시스템이나 sampled-data
시스템에대해전개했어야했다.다만,제어대상인실제
플랜트(plant)는 연속시간 시스템인 경우가 대부분이라,
이산시간에서 이론을 전개하면 아무래도 근사(approxi-
mation)결과밖에얻지못하는경우가많다.

결국연속시간에서이론을제대로전개하기위해서는

독자가제기한문제를해결해야한다.하지만...음...자포
자기의 심정으로 그냥 u(0) = 0이라고 정의해 볼까하는
마음이생긴다.

1불연속 궤환제어기란 말은 궤환제어식이 상태변수 x에 대해 불연속이란 뜻이다. 궤환제어식이 시변(time-varying)이어서
u(t,x)와같이될때,만일시간 t에대해 u가불연속이라하여도 (큰문제를만들지않기때문에)이런경우에는불연속궤환제어기라
칭하지않는다.

2무작위실수값이 0을포함한유한구간에서 0을가질확률은수학적으로 0이다.
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3. 수학자의불만과수학자의해법

그런데 섣불리 u(0)의 값을 고정하게 되면 이번에는
수학자의 항의를 받게 된다. 예를 들어, 시스템 (1)의 미
지의수 a가 1이었다고하고식 (3)의제어입력을사용할
경우, u(0)을 0으로정한다면폐루프시스템은

ẋ(t) = f (x(t)) =


a−2 =−1, x(t)> 0

a+0 = 1, x(t) = 0

a+2 = 3, x(t)< 0

(5)

가되는데,이폐루프시스템은일부초깃값에대해해를
갖지 못하는 문제에 봉착하게 된다. 예를 들어, 초깃값
x(0) = 0을가지는해 x(t)에대해생각해보자. x(0) = 0
이라면 t = 0에서 ẋ(t) = 1 > 0이므로 x(t)는 t = 0에서증
가해야하는데,증가하자마자 ẋ(t) =−1 < 0이므로다시
감소해야 하니, 결국 미분방정식 (5)의 초깃값 x(0) = 0
에대한초깃값문제(initial value problem)의해,즉해당
미분방정식과초깃값조건을만족하는연속함수3 x(t)는
존재하지않음을알수있다.4

이런 현상은 사실 (5)의 우변 f (x)가 x에 대해 불연속
이기때문에발생하는문제이다.시스템 (5)는비선형시
스템이고, (5)와 같은 표현에서 우변 f (x)가 상태변수 x
에 대해 연속이면 해가 (적어도 초기시간으로부터 작은
시간동안)존재함이알려져있다 [1, Chapter 3].하지만,
우리의예는우변 f (x)가 x에대해연속이아니기때문에
해의존재성을보장할수없는상황이고,위예제가바로
그런경우인것이다.5

결국상태변수에대해불연속한우변을가지는미분방

정식을사용할경우해가존재하지않을수있다는점이

해당이론전개에큰걸림돌이된다.수학적으로엄밀한
제어이론을정립하겠다고하고는해의존재성조차확립

할수없다는사실에수학자는불만을가질수밖에없다.
이 문제에 대한 수학자의 해법은 해의 개념을 확장하여

불연속인우변을가지는미분방정식이확장된의미에서

는 항상 해를 갖게 하는 것이다. 해의 개념을 확장하는
것만으로 문제가 해결된다고 하면 다소 이상하게 들릴

수도 있겠으나, 아무렇게나 확장하자는 것은 아니고 확
장된 해의 개념이 실제적으로 의미를 가지도록 해보자

는것이다.이렇게해서슬라이딩모드제어에서채택된
개념은 Filippov가제안한해의개념 [2]이다. Filippov의
해가가지는실용적인의미는실제적인구현에서 ∆가극

단적으로 0으로수렴했을때의해에해당한다는점이다.
예를들어,고전적인개념의해를갖지않았던시스템 (5)
가초깃값 x(0) = 0에대해 Filippov의해 x(t) = 0을가진
다는것을보일것인데,이해는실제상황에서 ∆가극단

적으로 작아질 때의 해를 표현한 것이다 (그림 1 참조).
고전적인 해의 개념에서는 ∆가 0이 되면 해가 존재하지
않았다는것을상기하자.

4. FILIPPOV의해

4.1. Differential Inclusion

Filippov의해를이해하기위해 differential inclusion에
대해알아보자.예를들면,

ẋ(t) ∈ [−1,1] (almost all t), x(0) = 0 (6)

과 같은 것을 differential inclusion이라 부르는데,6 이는
differential equation(미분 방정식)의 확장된 개념이라고
볼 수 있다. 미분방정식에서는 우변이 하나의 값이었던
것에 반해, differential inclusion의 경우에는 우변이 ‘집
합’이고,상태변수 x(t)의시간 t에서의미분이우변집합
에속하기만하면된다는뜻이다.

한편, (6)에 주어진 differential inclusion을 푼다는 말
은, (6)을만족하는절대연속(absolutely continuous)인함
수7 x(t)를 구하는 것이다. Differential inclusion을 푸는
방법이 있는가? 사실 미분방정식을 푸는 것도 일반적인
절차가 있다고 보기는 어려운데 differential inclusion에
대해그런절차적방법을기대할수는없지만,그렇다고
differential inclusion을푸는것이그렇게어려운것도아
니다.실제로식 (6)을가만히보고있자면,모든 t에대해
x(t) = 0이하나의해라는것을바로알수있고, x(t) = t
역시 식 (6)을 만족하는 또 다른 해이고, 0 ≤ t ≤ 1 동안
x(t) = t이고 1≤ t ≤ 2동안 x(t) = 1−0.5(t−1)도해이고,

3더 엄밀히 말하면, 해당 미분방정식을 거의 모든(almost all) 시간동안 만족하는 절대연속(absolutely continuous) 함수 x(t), 즉
Caratheodory해가존재하지않는다.

4물론초깃값이 x(0)> 0이라면, 0≤ t < x(0)동안 x(t) = x(0)− t가해이고, x(0)< 0이라면, 0≤ t <−x(0)/3동안 x(t) = x(0)+3t
가해가됨은자명하다.하지만이런경우라도 x(t)가 0이되는순간과그이후의해가존재하지않는다.

5물론,우변이불연속이라고항상해가존재하지않는것은아니고,예를들어,

ẋ(t) =


1, x(t)> 0
1, x(t) = 0
−1, x(t)< 0

같은경우에는 x(0)≥ 0인경우에 x(t) = x(0)+ t, x(0)< 0인경우에 x(t) = x(0)− t라는해를가진다.
6기호 [a,b]는 {x : a≤ x≤ b}를의미한다.
7절대연속함수에대해서는부록을보라.
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그림 2와같이무수히많은해를바로떠올릴수있겠다.
한편, differential inclusion의해는절대연속이면되기때
문에특정 t에대해미분이안되는해도허용(부록참조)
하며 (6)에서 almost all이란말이붙은이유이다.

Fig. 2. 0에서출발하고기울기가 −1과 1사이에놓인절
대연속함수는모두 (6)의해가된다.

4.2. Filippov의해

Filippov의해를소개하기위해상황을먼저설정하도
록하자.우선상태공간 Rn이열린집합Ω+와Ω−로나누

어져 있고 그 경계면을 집합 S라 하여 세 집합은 서로소
(disjoint)이며 Rn = Ω+∪S∪Ω−이라하자 (그림 3).그리
고우변이불연속인시스템

ẋ = f (x) =


f+(x), x ∈Ω+

f−(x), x ∈Ω−

∗, x ∈ S

(7)

을 생각하자. 여기서 f+와 f−는 각각 Ω+와 Ω− 위에서

locally Lipschitz하다고하자 (혹은간단히미분가능하다
고 하자; 부록 참조). 한편, ∗는 어떤 값이라고 하자. Fil-
ippov해는결국 ∗의값에영향을받지않을것이기때문
에중요하지않다.이제일반적으로 f (x)는 S에위치한 x
에서 불연속한 함수다. 앞서 살펴 본 시스템 (5)의 예를
들면, n = 1, Ω+ = {x : x > 0}, Ω− = {x : x < 0}, S = {0},
f+(x) = −1, f−(x) = 3,그리고 ∗ = 1이라할수있겠다.
이경우 (7)의 (고전적인)해는존재하지않았다.

시스템 (7)의 Filippov의 해는 다음에 주어진 differen-
tial inclusion의해로정의한다:

ẋ∈F(x)=


{ f+(x)}, x ∈Ω+

{ f−(x)}, x ∈Ω−

{c f̄+(x)+(1− c) f̄−(x) : 0≤ c≤ 1}, x ∈ S
(8)

두식 (7)과 (8)을비교해보면, x가불연속이아닌점에서
는 우변의 ‘값’을 단일원소 ‘집합’으로 바꾼 것뿐이며,8

불연속인점 x에서는원래정의된 ∗값을버리고,두벡터

f̄+(x)와 f̄−(x)의 convex combination으로 주어진 ‘집합’
이되었음을알수있다.여기서 f̄+(x)와 f̄−(x)는

f̄+(x) := lim
y→x,y∈Ω+

f+(y)

f̄−(x) := lim
y→x,y∈Ω−

f−(y)

로 각각 정의되고,9 f+와 f−가 Ω+와 Ω−에서 연속함수

이기 때문에 해당 영역 경계선에 놓인 x에서의 극한값
이 잘 정의된다. 이 상황을 그림으로 모사하면 그림 3과
같다. 결국 Filippov의 해를 정함에 있어 불연속성이 발
생하는 영역 S에서의 vector field f의 값은 의미가 없다.
오히려 불연속성이 발생하는 점 주변의 vector fields가
불연속성이발생하는점에서의시스템행동을결정한다

고봐야한다.

=⇒

Fig. 3. 영역 Ω+와 Ω−에서 F(x)는 해당 영역의 vec-
tor field f+와 f− 하나만을 가지는 집합이나, 영
역 S에서 F(x)는 확대된 오른쪽 그림의 vector
fields(화살표들)와 같이 f̄+(x)와 f̄−(x)의 convex
combination 집합이 된다. 이 집합에는 S에 접

하는 vector field(화살표)가 포함됨에 주목하자.
여기서 f̄+(x)는 Ω+에서 x로 접근하는 y에 대한
f+(y)의극한값이다. f̄−(x)도마찬가지로정할수
있다.

식 (8)로 주어진 differential inclusion의 해가 바로 식
(7)의 Filippov 해임을 알았으니, 이전에 살펴본 시스템
(5)의 Filippov 해를 찾아보자. 식 (5)에 해당하는 differ-
ential inclusion은

ẋ(t) ∈ F(x(t)) =


{−1}, x(t)> 0

[−1,3], x(t) = 0

{3}, x(t)< 0

(9)

이고,이경우초깃값 x(0) = 0에해당하는해는 x(t) = 0
밖에 없음을 알 수 있다. 왜 이것밖에 없냐고 묻는다면,
ẋ(0) ∈ [−1,3]이라는 사실로부터 x(t)는 t = 0에서 증가
할 수도 있고 감소할 수도 있는 것처럼 보이지만, 예를

8따라서 F(x)를 set-valued map이라부른다.즉,벡터를인자로받아집합을결과값으로돌려주는함수인것이다.
9 f+는 Ω+에서만 정의되어 있으므로 S에 놓인 x에서는 정의되지 않기 때문에 f+(x)란 값은 존재하지 않는다. 때문에 극한을

이용하여 f̄+(x)를정의하는것이다.
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들어 만약 조금이라도 증가한다면 바로 ẋ(t) = −1이 되
어다시감소해야하기때문에위 differential inclusion을
만족하는 절대연속인 함수 x(t)는 x(t) = 0 밖에 없는 것
이다. 재미있는 점은, 불연속인 영역에서 어떤 ‘값’대신
‘집합’,이경우는어떤 ‘범위’로바꾸었음에도불연속인
영역바깥에서의 vector fields의방향이불연속인영역을
향하고있기때문에,결국그범위에서 ẋ가택할수있는
값은 유일할 수 밖에 없고 그에 따라 유일한 Filippov의
해가얻어졌다는점이다.물론이렇게유일한해가얻어
지는것이불연속인우변을갖는미분방정식의 Filippov
해에있어일반적인상황은아니나,슬라이딩모드제어
는모두이런상황을일부러만들기때문에,슬라이딩모
드 제어에 있어 Filippov 해는 유일하게 결정된다. 한편,
x(0)> 0인초깃값에대한 Filippov해는

x(t) =

x(0)− t, 0≤ t < x(0),

0, x(0)≤ t

임도쉽게알수있다. x(t)는 t = x(0)에서미분가능하지
않지만여전히절대연속인함수이다.

지금까지불연속인영역에서미리정한값 ∗대신주변
vector field들의두극한의 convex combination집합으로
치환하는것만으로앞서논의했던여러가지장애가해결

됨을살펴보았다.다시금 (5)의예를살펴본다면,원래 a
의값은범위 [−1,1]에속하는불확실한값이었고따라서
해당하는 differential inclusion

ẋ(t) ∈ F(x(t)) =


{a−2}, x(t)> 0

[a−2,a+2], x(t) = 0

{a+2}, x(t)< 0

(10)

역시 불확실한 시스템이다. 앞선 논의에서, 상태변수
x(t)가 0이 되었을 때 0에 머물러 있게 하려면 고전적인
해의관점에서는입력이미지의값 u(0) = −a를가져야
했다. 그렇지만, Filippov의 해의 관점에서는 불확실한
differential inclusion (10)에서 x = 0인 경우에 해당하는
우변 집합 [a− 2,a+ 2]이 0을 항상 포함한다는 사실로
부터 x(t) = 0인 해를 만들어낼 수 있음에 주목해야 할
것이다.또한,초깃값 x(0)가양수라면 x(t)> 0동안에는
ẋ(t) = a− 2 < 0이므로, 불확실한 a에도 불구하고 감소
한다는 사실은 변함이 없고, x(t) = 0이 되는 순간부터
ẋ(t) = 0을 만족하여 x(t) = 0을 유지하는 것이 Filippov
의 해라는 것을 알 수 있을 것이다. 이는 실제 현상을 잘
묘사하는의미있는해라는것을음미해보자.

5. 슬라이딩모드제어의기초

보통 ẋ = f (x) + g(x)u로 주어진 어떤 시스템의 원점
을 궤환제어를 통해 안정화하는 것은, 그림 4(왼쪽)과
같은 ẋ = f (x)의 vector field를 u = α(x)란 궤환제어를
통해 그림 4(오른쪽)과 같이 안정화된 원점을 갖는 ẋ =

f (x)+g(x)α(x)를만드는것이라할수있다.

Fig. 4. 상태변수에 연속인 궤환제어식 u = α(x)를 통한
제어

이에 반해, 슬라이딩 모드 제어란 상태공간 상에 slid-
ing surface(비선형의경우 sliding manifold)를만들어상
태변수가 일단 sliding surface에 유한시간 내에 도달한
뒤 sliding surface 안에서 원점으로 향하게(sliding) 하는
제어방법을사용한다 (그림 5).

Fig. 5. 슬라이딩모드제어의개념도

그렇다면대체왜이런방식을사용하는것일까?그이
유는시스템에존재하는불확실성과외란에도불구하고

상태변수를 sliding surface로 유한시간 내에 보내고 그
곳에 머물도록 하는 강인 제어방법(우변이 불연속인 바
로그제어방법!)을알고있기때문인데,이방법에의해
sliding surface에들어온상태변수는불확실성에영향을
받지 않고 원점으로 수렴하게 된다. 그림 4과 같은 보통
의제어방법에서는불확실성과외란에대처하는강인한

궤환입력 u = α(x)를 찾는 것이 쉽지 않은 반면, 그림 5
의 sliding surface라는 중간 개념을 사용하면 쉽게 강인
제어기를설계할수있다.
예를들어보자.불확실한 2차시스템

ẋ1 = x2 (11a)

ẋ2 = h(x)+g(x)u (11b)

에서 h와 g는 미지의 함수이지만, 알려진 함수 ρ0(x)와
알려진양의상수 g0가있어모든 x에대해 |h(x)| ≤ ρ0(x)
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와 g(x)≥ g0 > 0가성립한다고하자.이시스템의원점을
안정화시키는방법은무엇일까? (이경우,특히 h(0) 6= 0
이라고 하면 1절에서 소개한 non-vanishing 불확실성이
되어원점에서 0이되는연속궤환제어 u(x)로는원점을
안정화하기는어렵다.)

슬라이딩모드제어를활용하기위해우선 sliding sur-
face를

{x : s(x) := x1 + x2 = 0}

와 같이 설계하자. 이 sliding surface는 설계자가 정하였
으므로불확실성이없다.한편,어떤방법으로상태변수
x(t)가 sliding surface에계속머무른다고하면, s(x(t)) =
x1(t)+ x2(t) = 0가 계속 만족되는 것이므로, 식 (11a)으
로부터

ẋ1(t) = x2(t) =−x1(t)

가 되어, x1(t)는 0으로 수렴함을 알게 된다. 또한,
s(x(t)) = 0이므로, x2(t) = −x1(t)이되어 x2(t)역시 0으
로 수렴함을 알게 된다. 즉, sliding surface를 타고 흘러
(sliding)원점으로수렴하게되는것이다! (이과정을슬
라이딩모드제어에서는 ‘sliding phase’라고한다.)

남은일은임의의초깃값 x(0)로부터출발한시스템의
해가 유한시간 내에 sliding surface에 도달한 뒤 계속 그
곳에 머물러 있도록 제어 입력 u(x)를 설계하는 것이다.
(상태변수가 유한시간 내에 sliding surface까지 도달하
는 과정을 ‘reaching phase’라고 한다.) 이는 s(x(t))가 유
한시간 내에 0이 되는 것을 목표로 하는 것이므로 일단
V (x) = (1/2)s(x)2라는함수를통해이목표를달성하는

u(x)를설계해보자.그러면,

V̇ = sṡ = s[x2 +h(x)+g(x)u]

≤ |s|g(x)
∣∣∣∣x2 +h(x)

g(x)

∣∣∣∣+ sg(x)u

가되므로, ∣∣∣∣x2 +h(x)
g(x)

∣∣∣∣≤ |x2|+ρ0(x)
g0

=: ρ(x)

라고 ρ(x)를정의하고

u(x) =−(ρ(x)+1)sign(s(x))

=

−ρ(x)−1, s(x)> 0

ρ(x)+1, s(x)< 0

(12)

라는불연속궤환제어기(슬라이딩모드제어기)에의해

V̇ ≤ |s|g(x)ρ(x)+ sg(x)u(x) =−g(x)|s| ≤ −g0
√

2V

가된다.이식으로부터V (s)가 (따라서 s(x)도)유한시간
내에 0이됨을알수있다.이를보이고싶다면, W (x) :=√

2V (x) = |s(x)|라고정의해보자.그러면,

Ẇ =
2V̇

2
√

2V
≤−g0

임을알수있고,이식은W (x(t))가 (따라서 V와 s도)유
한시간 내에 0이 됨을 의미하며, x(t)가 유한시간 내에
sliding surface에도달함을의미한다.
한편,식 s = x1 + x2를상태변수 x2가새로운변수 s로

치환되는좌표변환으로생각한다면,좌표변환된시스템
(11)에해당하는 differential inclusion은

ẋ1 ∈ {−x1 + s}

ṡ ∈



{x2 +h(x)+g(x)(−ρ(x)−1)}, s > 0

{x2 +h(x)+g(x)u :

−ρ(x)−1≤ u≤ ρ(x)+1}, s = 0

{x2 +h(x)+g(x)(ρ(x)+1)}, s < 0

와같이되며, s> 0일때 ṡ< 0, s< 0일때 ṡ> 0가됨을알
수있으며, s = 0일때 ṡ가속하는집합에는 0이포함되어
있음을알수있다.즉, Filippov해는 s(x(t))가유한시간
내에 s(x(t)) = 0이 되고 그 값을 유지함을 알려준다. 따
라서식 (12)을충분히작은샘플링주기 ∆에대해구현한

슬라이딩 모드 제어기도 유사하게 동작할 것임을 알 수

있다.

6. 결론

본 편에서는 슬라이딩 모드 제어에 관한 이론 논문에

자주등장하는 Filippov의해가무엇이며왜필요한지에
대해살펴보았다.
본 편의 내용 중 불연속인 우변을 가진 미분방정식에

흥미를가진독자라면풍부한예제와함께알기쉽게쓰

여진 참고문헌 [4]를 추천한다. 또한, 슬라이딩 모드 제
어에 관한 수학적 접근에 대해서는 [5], 좀더 실제적인
접근에대해서는 [3, 6]을추천한다.

부록:절대연속함수

절대연속(absolutely continuous) 함수의 정의는 다음
과같다 [4].

A function x : [a,b]→ R is absolutely continu-
ous if, for all ε > 0, there exists δ > 0 such that,
for each finite collection {(a1,b1), · · · ,(an,bn)}
of disjoint open intervals contained in [a,b] with
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∑
n
i=1(bi − ai) < δ , it follows that ∑

n
i=1 |x(bi)−

x(ai)|< ε .

위정의와동치인명제는어떤 Lebesgue integrable함
수 κ : [a,b]→ R가존재하여

x(t) = x(a)+
∫ t

a
κ(τ)dτ, t ∈ [a,b]

를 만족하는 것이다. 또한, 절대연속인 함수 x(t)는 거의
모든(almost everywhere) t에 대해 미분가능함이 알려져
있다.
절대연속성은 locally Lipschitz 성질보다 약한 개념

이고 연속성보다 강한 개념이다. 예를 들어, x(t) =

t sin(1/t)는 연속이나 절대연속이 아니고, x(t) =
√
|t|는

절대연속이나 locally Lipschitz가 아니다. 한편, 미분가
능성은 locally Lipschitz성질보다강한데, x(t) = |t|는 lo-
cally Lipschitz이나미분가능한함수가아니다.

참고

본내용은 2011년 8월 17일에서울대학교에서열렸던
제어이론학교에서 강의한 내용을 바탕으로 작성하였으

며해당강의의동영상은 http://lecture.cdsl.kr에
서구할수있다.또한,본편의 LATEX조판본은제어이론
연구회홈페이지에서구할수있다.
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