
알기쉬운 제어이론 2019-2 1

불확실한선형시스템에대한 Data-Driven LQR
심형보 (서울대학교전기정보공학부)

“선형시스템모델을잘모르고도 LQR제어기를만들수있다고요? LQR제어의궤환이득행렬을구하

려면 Riccati방정식을풀어야하고 Riccati방정식은시스템모델정보를필요로하는데,아니어떻게...”

최근주목받고있는강화학습을이용한궤환제어법을필두로모델링이필요없는 (model-free)최적제어에대한

관심이높아지고있다.어떻게모델에대한정보없이도최적제어가가능할지가만히생각해보면,시스템에인

가된입력과그입력에의한모든상태변수를일정시간동안측정이가능하다고할때시스템의정보는이미그

안에 들어있다고 볼 수 있다. 이렇게 측정된 정보(데이터)를 어떻게 활용하여 LQR 제어기를 설계할 수 있다는

것인지알아보기로하자.본편은 2017년에발간된 Z. P. Jiang교수의책 Robust Adaptive Dynamic Programming

중에서 2장의내용을저자의동의하에활용한것이다.

1. 서론 :다아는이야기

선형시스템에대한 Linear Quadratic Regulator (LQR)
는 널리 알려진 최적 제어법 중 하나이다. 다시 한번

살펴보기 위해 controllable한 선형 시불변 (linear time-
invariant)시스템

ẋ = Ax+Bu, x ∈ Rn, u ∈ Rm (1)

을생각하자.이시스템에대하여무한구간1 비용함수

J(x0,u(·)) =
∫

∞

0
(xT (t)Qx(t)+uT (t)Ru(t))dt (2)

가 최소가 되도록 하는 입력 함수 u : R→ Rm를 찾고자

한다. 윗 식 (2)에서 행렬 R은 positive definite, 행렬 Q
는 positive semi-definite행렬이며동시에 (A,

√
Q)가 ob-

servable한 것을 가정한다.2 이렇게 되면 비용 함수 J는
초기값 x(0) = x0와 입력 함수 u(·)의 함수가 되는 것을
확인하자.왜냐하면,식 (2)의적분중에나오는 x(t)가주
어진초기값 x(0) = x0와주어진입력함수 u(·)로부터식
(1)을통해얻어지는시스템의해이기때문이다.따라서,
주어진초기값 x(0) = x0에대해최적화문제

minimizeu(·) J(x0,u(·))

를풀어최적입력인 u∗(·)를구하는것이 LQR문제가된
다.개념적으로는가능한모든시간함수 u(·)로식 (2)의
J 값을구해보아가장작은 J를주는입력을고르는문제
이다.따라서그결과물은시간의함수 u∗(t)로얻어지게
되어 open-loop control이되는것이일반적이나,시스템
이 선형 시불변이고 무한 구간 최적화 문제이기 때문에

최적입력 u∗를
u∗(t) =−K∗x(t) (3)

와 같이 표현할 수도 있음이 알려져 있다 [3]. 이는 시간
함수 u∗(t)가상태변수 x(t)를측정한뒤상수행렬 K∗를
곱하는것으로도얻어질수있음을의미하기때문에,자
연스럽게 상태 궤환 제어가 가능하게 되어 모델 불확실

성이나외란이작용하는실제시스템에적용하기적합한

형태가 되는 것이다. (더구나 이렇게 구한 모든 LQR 제
어기 (3)은 gain margin이 0.5에서 무한대, phase margin
이 ±60◦까지자동으로보장됨이알려져있다 [3].)

위식 (3)에나오는이득행렬 K∗는

K∗ = R−1BT P∗ (4)

로주어지는데,여기서행렬 P∗는 Riccati행렬식

AT P∗+P∗A+Q−P∗BR−1BT P∗ = 0 (5)
1식 (2)의적분구간이무한시간까지주어져있어서무한구간 (infinite horizon) LQR이라불린다
2√Q는제곱하면 Q가되는행렬을표시하는기호이다.한편, positive (semi-)definite행렬이라말할때그행렬이대칭행렬이라

는의미를포함하는것으로하자.앞으로 P > 0는행렬 P가 positive definite한것으로, P≥ 0은 P가 positive semi-definite한것으로
약속하자. P > Q는 P−Q > 0을의미하고, P≥ Q는 P−Q≥ 0을의미한다.
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을만족하는 positive definite한행렬이며,현재까지이야
기된 조건 하에서 이러한 행렬 P∗가 존재하고 유일함이
증명되어 있다. 또 하나 주목할 것은 최적 입력 u∗를 인
가할경우시스템은

ẋ = (A−BK∗)x (6)

가 되며 행렬 A−BK∗의 고유값이 모두 음의 실수부를
갖게되어,최적입력 u∗는시스템을안정화하는제어기
임이증명되어있다.한편, (5)에의해

(A−BK∗)T P∗+P∗(A−BK∗)+Q+K∗T RK∗

= AT P∗+P∗A−2P∗BR−1BT P∗+Q+P∗BR−1BT P∗

= 0

임을 주목하자. 이 식은 행렬 P∗에 대해 선형식인 Lya-
punov행렬식이고행렬 (A−BK∗)가 Hurwitz이므로

P∗ =
∫

∞

0
e(A−BK∗)T τ(Q+K∗T RK∗)e(A−BK∗)τ dτ

로 주어진다.3 또한, 위 시스템 (6)이 초기값 x0를 가질

때의해를 x∗로표기한다면,

J(x0,u∗(·)) =
∫

∞

0
(x∗T (t)Qx∗(t)+u∗T (t)Ru∗(t))dt

=
∫

∞

0
x∗T (t)(Q+K∗T RK∗)x∗(t)dt

이고, x∗(t) = e(A−BK∗)tx0이므로최소비용 J∗(x0)는

J∗(x0) = J(x0,u∗(·)) = xT
0 P∗x0

로주어짐을알수있다.

정리하면, LQR제어를하기위해서는우선 Riccati행
렬식 (5)를 풀어 P∗를 구한 다음, (4)를 통해 궤환 이득
행렬 K∗를 구하면 된다. 그런데 이 두 과정 모두 시스템
모델 정보, 즉, 행렬 A와 B를 필요로 한다. 그럼에도 불
구하고, 이러한 모델 정보 없이 행렬 P∗와 K∗를 구할 수
있다는것이본편의핵심주제이다.

2. 본론 :흥미로운이야기

2.1. Riccati행렬식대신 Lyapunov행렬식을반복적
으로풀어 P∗와 K∗ 구하기

모델 정보 없이 P∗와 K∗를 구하기에 앞서, Riccati 행
렬식은 미지 행렬 P∗에 대해 2차식이라는 점을 주목해
보자.즉,미지행렬 P∗에대한선형방정식이아니기때
문에 Riccati행렬식의해 P∗를구하는것은단순하지않
아,이를풀기위한여러가지알려진방법들을사용해야
한다. 본 편에서는 그 중 Kleinman의 알고리듬 [1]을 사
용하여반복적인(iterative)방법으로구하는방법을소개
한다.

0. A−BK0가 Hurwitz행렬이되도록만드는행렬 K0 ∈
Rm×n을임의로선정한다. k = 0이라한다.

1. Ak = A−BKk라정하고,다음 Lyapunov행렬식

AT
k Pk +PkAk +Q+KT

k RKk = 0 (7)

을풀어 positive definite행렬 Pk를얻는다.
2. Kk+1 = R−1BT Pk라고정하고, k← k+1을수행한뒤

1번으로간다.

위의 반복적인 방법에서 Lyapunov 행렬식 (7)은 Ric-
cati행렬식 (5)와달리미지행렬 Pk에대해선형이기때

문에쉽게해를구할수있다는점을주목하자.위방법을
통해얻게되는성질은다음과같다.

Theorem 1: 모든 k ≥ 0에대하여

(a) A−BKk는 Hurwitz행렬이다.
(b) P∗ ≤ Pk+1 ≤ Pk

(c) limk→∞ Pk = P∗, limk→∞ Kk = K∗

증명: (a) k ≥ 1의 경우에 대하여, 폐루프 시스템 ẋ =

Akx = (A−BKk)x의안정도를보이기위해,식 (7)을만족
하는 positive definite Pk를사용한 Lyapunov함수V (x) =
xT Pkx를이용하여

V̇ = xT (PAk +AT
k P)x =−xT (Q+KT

k RKk)x

=−‖
√

Qx‖2−‖
√

RKkx‖2

를 얻은 뒤 LaSalle 정리를 이용한다. 즉, 위 식으로부
터 x(t)는 집합 {x :

√
Qx = 0,

√
RKkx = 0}으로 수렴함

을알수있고,이집합에서는 ẋ = Akx = Ax가되기때문
에, (A,

√
Q)의 observability로부터 largest invariant 집합

이원점뿐임을알수있다.
3Lyapunov행렬식은 AT P+PA+Q = 0의형태로주어지는데,행렬 A가 Hurwitz라면, P =

∫
∞

0 eAT τ QeAτ dτ가이식을만족한다.
왜냐하면,

AT P+PA = AT
∫

∞

0
eAT τ QeAτ dτ +

∫
∞

0
eAT τ QeAτ dτA =

∫
∞

0

d
dτ

(
eAT τ QeAτ

)
dτ = eAT τ QeAτ

∣∣∞
τ=0 =−Q

이기때문이다.
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(b) k = 1일때식 (7)은

0 = AT
1 P1 +P1A1 +Q+KT

1 RK1 (8)

인 반면, A0 = A−BK0 = A−BK1−B(K0−K1) = A1−
B(K0−K1)라는점에주목하면, k = 0일때식 (7)은

0 = AT
0 P0 +P0A0 +Q+KT

0 RK0

= AT
1 P0 +P0A1 +Q+KT

0 RK0

− (K0−K1)
T BT P0−P0B(K0−K1)

(9)

와 같이 표현할 수 있다. 즉, 의도적으로 식 (9)에서 A0

대신 A1을사용하였다.이제식 (9)에서 (8)을빼면

0 = AT
1 (P0−P1)+(P0−P1)A1 +KT

0 RK0−KT
1 RK1

− (K0−K1)
T BT P0−P0B(K0−K1) (10)

가된다.한편,항등식

(K0−K1)
T RK1 +KT

1 R(K0−K1)

= KT
0 RK1 +KT

1 RK0−2KT
1 RK1

을식 (10)에좌변을더하고우변을빼면,식 (10)은

0 = AT
1 (P0−P1)+(P0−P1)A1+(K0−K1)

T R(K0−K1)

+(K0−K1)
T (RK1−BT P0)+(KT

1 R−P0B)(K0−K1)

이된다.그런데, K1 = R−1BT P0이므로윗식은이제

0 = AT
1 (P0−P1)+(P0−P1)A1 +(K0−K1)

T R(K0−K1)

가된다.이식은 (P0−P1)에대해 Lyapunov행렬식이고
A1이 Hurwitz이기때문에 (각주 3참조)

P0−P1 =
∫

∞

0
eAT

1 τ(K0−K1)
T R(K0−K1)eA1τ dτ

가 되고, 우변은 positive semi-definite한 행렬이기 때문
에, P0−P1 ≥ 0이성립한다.

같은기법을활용하면 Pk ≥ Pk+1을보일수있고,최적
행렬 P∗ > 0또한식 (7)과같은 (A−BK∗)T P∗+P∗(A−
BK∗)+Q+K∗T RK∗ = 0을 만족하기 때문에, 역시 위의
기법을 활용하면 임의의 k에 대하여 Pk ≥ P∗를 보일 수
있다.이를통해 (b)가증명되고, (b)로부터 (c)가따라나
오게된다. //

그럼에도불구하고Kleinman의방법은여전히시스템
의정보인행렬 A와 B를사용하고있음에주목하자.

2.2. A와 B의정보없이데이터를이용하여 P∗와 K∗
구하기

이제 시스템 모델 A와 B를 사용하지 않는 대신 실제
시스템을 일정 시간 임시 제어 입력으로 제어를 해 본

뒤,이때얻은상태변수의데이터로부터최적제어에필
요한 P∗와 K∗를 얻는 두 가지 방법을 알아보려 한다. 두
방법 모두 앞 소절에서 살펴 본 Kleinman의 알고리듬이
중요한 역할을 하게 되는데, 우선 궤환 이득 K0이 시스

템을안정화한다고가정한다. On-policy learning이라불
리는첫번째방법은, K0를사용하여시스템을일정시간

제어해본뒤얻어진데이터를가지고 P0과 K1을얻고,다
시궤환이득 K1을사용하여시스템을제어해본뒤얻는

데이터를이용하여 P1과 K2를얻고,이를반복하여 P∗와
K∗를 근사적으로 얻는 방법이다. Off-policy learning이
라불리는두번째방법은, K0를사용하여시스템을일정

시간 제어해 본 뒤 얻어진 데이터를 반복적으로 재사용

하여, 첫번째 방법처럼 여러번 다시 실험하지 않고도 Pk

과 Kk+1을반복적으로얻어 P∗와 K∗를근사적으로얻는
방법이다.

이러한방법을시스템의실제운용전시험운용에적

용해 최적 이득 K∗를 얻은 후 실제 운용에 사용할 수도
있고, 혹은 K∗가 근사적으로 얻어질 때까지의 좋지 않
은성능을감내할수있다면실제운용에바로적용하여

시스템의 성능이 스스로 점점 좋아지는 것을 관찰할 수

도있을것이다.다만최초의 K0가시스템을안정화하는

궤환 이득이어야 한다는 점이 시스템 모델을 잘 모르는

상황에서현실성이떨어지는가정일수있다.하지만,불
확실한 시스템이 적어도 그 자체로 안정한 경우라면 K0

를영행렬로설정하면된다.물론제어성능이떨어지더
라도 시스템을 안정하게 하는 궤환 이득을 실험적으로

찾을수있는경우도있겠다.

* On-policy Learning

시스템을 일정 시간 제어해 본 뒤 얻어지는 데이터로

부터최적궤환이득을얻기위해서는시스템에관한정

보가충실히데이터에실려있어야할것이다.이를위해
최적이득 K∗가얻어질때까지시스템에인가할입력으
로

u(t) =−Kkx(t)+ e(t) (11)

와같이 −Kkx외에추가적인신호 e를주입하도록한다.
여기서 e는 exploration noise라고 불리는 의도적으로 주
입하는신호이며,뒤에서다시논의하도록한다.위제어
입력을인가하게되면시스템은

ẋ = Akx+Be
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가되며, Qk = Q+KT
k RKk라고했을때,

d
dt
(xT Pkx) = xT (AT

k Pk +PkAk)x+2eT BT Pkx

=−xT Qkx+2eT RKk+1x
(12)

가됨을알수있다.이식의우변에서 A와 B가사라졌다
는점에주목하자.이제윗식의 2eT RKk+1x항을좌변으
로이항한뒤,양변을시간 δ만큼적분하면

xT (t +δ )Pkx(t +δ )− xT (t)Pkx(t)

−2
∫ t+δ

t
eT (τ)RKk+1x(τ)dτ =−

∫ t+δ

t
xT (τ)Qkx(τ)dτ

(13)

을 얻는다. 만약 우리가 Kk만 알고 있고 시스템 행렬 A
와 B를모른다하더라도,윗식에서 R과 Qk,그리고입력
(11)을 인가하여 얻어진 시스템의 상태변수 x(t)를 알고
있기 때문에, 윗 식으로부터 Pk와 Kk+1을 구할 수 있을

것이란생각이든다.

사실 윗 식은 미지 행렬 Pk와 Kk+1에 대한 선형 방정

식인데, 이를 더욱 명확히 보기 위해서 임의의 두 행렬
을 이용해서 커다란 행렬을 만드는 Kronecker product
라는 연산자와, 행렬을 열벡터(column vector)로 만들어
주는 vec이라는 연산자에 대해 잠시 알아보자. 두 행렬
M ∈ Rp×q과 N ∈ Rr×s이 주어졌을 때 M과 N의 Kro-
necker product는, mi j를 행렬 M의 (i, j)번째 원소라 할
때

M⊗N =


m11N · · · m1qN

...
. . .

...
mp1N · · · mpqN

 ∈ Rpr×qs

와같이정의된다. Kronecker product에관한한가지유
용한 성질은 (M⊗N)(L⊗ J) = (ML⊗NJ)와 같은 행렬
곱이 성립한다는 것이며 증명은 생략한다. 한편, 행렬
M ∈ Rp×q을 열벡터로 변환하는 연산자를 vec(M)라고

하는데, m̄i를행렬 M의 i번째열이라할때

vec(M) =


m̄1
...

m̄q

 ∈ Rpq×1

와같이정의된다.또한,세행렬 M, N, L의곱에관하여

vec(MNL) = (LT ⊗M)vec(N)

이 성립함이 알려져 있다. 이는 행렬곱 MNL의 가운데
행렬을열벡터로만들고싶을때사용할수있는유용한

성질이다. (행렬곱 MN에서 N을 열벡터로 만들고 싶을
때는단위행렬 I를사용하여 MN = MNI처럼생각하면
된다.)

이제 식 (13)에서 미지 행렬인 Pk와 Kk+1을 열벡터로

만들기위해 (13)의양변에연산자 vec을인가하면(
xT (t +δ )⊗ xT (t +δ )− xT (t)⊗ xT (t)

)
vec(Pk)

−2
∫ t+δ

t

(
xT (τ)⊗ eT (τ)R

)
dτ vec(Kk+1)

=−
∫ t+δ

t
xT (τ)Qkx(τ)dτ

(14)

가 된다. (우변의 경우 Qk를 굳이 열벡터로 만들 필

요가 없고, 마침 상수항이어서 vec 연산을 한 결과를

그 자신으로 두었다.) 이제 어떤 시간 수열 {tk
i : i =

1,2, · · · , lk,k = 0,1, · · ·}이 있어 tk
i + δ < tk

i+1과 tk
lk
+ δ <

tk+1
1 을 만족한다고 하자. 주어진 k에 대하여 각 t = tk

i에

대한식 (14)를나열하여한번에쓰면

xT ⊗ xT |t
k
1+δ

tk
1

−2
∫ tk

1+δ

tk
1

(xT ⊗ eT R)dτ

xT ⊗ xT |t
k
2+δ

tk
2

−2
∫ tk

2+δ

tk
2

(xT ⊗ eT R)dτ

...
...

xT ⊗ xT |
tk
lk
+δ

tk
lk

−2
∫ tk

lk
+δ

tk
lk

(xT ⊗ eT R)dτ


[

vec(Pk)

vec(Kk+1)

]

=



−
∫ tk

1+δ

tk
1

xT Qkxdτ

−
∫ tk

2+δ

tk
2

xT Qkxdτ

...

−
∫ tk

lk
+δ

tlk
xT Qkxdτ


즉,

Θk

[
vec(Pk)

vec(Kk+1)

]
= Ξk (15)

의 형태가 되며, 이는 주어진 k에 대해 각 시간 tk
i (i =

1, · · · , lk)에서 식 (13)을 여러번 나열한 것이라고 볼 수
있다.결국식 (13)은미지행렬 Pk와 Kk+1에대해선형방

정식이란뜻이며,이식은 (12)로부터유래되었기때문에
해 Pk와 Kk+1는 항상 존재하게 된다. 다만, 이 해가 유일
할조건은Θk의행이모두독립일때라고말하고싶지만,
불행히도 Θk의처음 n2행은 xT ⊗xT의형태를가지기때

문에최대 n(n+1)/2개의독립인행밖에가질수가없다.
(왜그런지잘생각해보라!)그런데,마침행렬 Pk ∈Rn×n

는대칭행렬이기때문에이행렬의 n2 원소중자유롭게

정할 수 있는 것은 n(n+ 1)/2개뿐이다. 아닌 게 아니라,
vec(Pk)에서 대칭성 때문에 중복된 원소를 지운다고 하

면,식 (15)에서행렬곱을수행할때, vec(Pk)의지워지는
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원소에 대응하는 Θk의 해당 행도 함께 지울 수 있고, 마
침 그 해당하는 행을 모두 제외하면 Θk 행렬이 모두 독

립인 행을 가질 수 있게 됨을 알 수 있다. 정리하면, Pk

의 대칭성 때문에, vec(Pk)에 존재하는 미지수의 실질적

인갯수는 n(n+1)/2이며,따라서식 (15)가유일한해를
가질조건은

rank(Θk) =
n(n+1)

2
+nm (16)

라는말이다.
그럼 언제 식 (16)이 만족될 것인가? 우선 Θk의 열 갯

수 lk가 n(n+ 1)/2+ nm 이상으로 충분히 커야하며, 동
시에 Θk의 원소들 간의 규칙성이 없는 것이유리하다는

것을알수있다.사실이는적응제어(adaptive control)의
persistent excitation 조건과 개념적으로는 동일한데, 결
국 입력 항에 있는 exploration noise e(t)에 불규칙성이
많아,이입력으로인해야기되는 ẋ = (A−BKk)x+Be의
해 x(t)도 불규칙성을 많이 가질수록, e(t)와 x(t)의 영향
을받는Θk의행이독립이될가능성이높아지는것이다.
이제부터는 e(t)가 충분히 시스템을 흔들어 놓아 위

(16)의가정이모든 k에대해성립한다고하자.이를바탕
으로최초의궤환이득 K0로부터출발하여,시스템모델
정보를사용하지않고다음방법으로최적 K∗를구할수
있다.

(0): k = 0이라하자.

(1): 실제시스템에 u(t) =−Kkx(t)+ e(t)라는입력을시
간 tk

1 ≤ t ≤ tk
lk
+δ 동안인가하고 x와 e를기록한다.

(2): 이를 통해 Θk과 Ξk을 구하고 Θk이 (16)을 만족하는
지 확인한다. (만족하지 않는다면 lk를 좀더 키우고
더 오랜 시간 실험을 계속하여 Θk의 추가적인 행을

만들어본다.)

(3): 식 (15)를풀어 Pk와 Kk+1을구한다.

(4): ‖Pk−Pk−1‖이정해진값보다작으면멈추고아니면
k← k+1하고 (1)번부터반복한다.

이 방법은 시스템 모델 정보 A와 B 없이 Kleinman 알
고리듬을 사용하고 있는 것이며, 따라서 lk가 충분히 크
고 exploration noise e가잘설계되어식 (16)이모든 k에
대해성립한다고하면, Theorem 1이여전히성립한다.
이 방법에서 식 (15)에서 Θk와 Ξk 원소에서의 x(t)는

궤환 이득 Kk가 사용되었을 때의 시스템 상태변수를 의

미한다. 따라서, 이를 얻기 위해서는 매 k번째 시행마다
u = −Kkx+ e를 실제 실험에 인가하여 x(t)를 얻어야만
한다. 이런 방식을 “on-policy learning”이라 한다. 그런
데,하나의입력만을실제시스템에인가하여일정한시
간동안데이터를얻은뒤,그데이터만을반복적으로활

용하여 P∗와 K∗를 구하는 방법을 “off-policy learning”
이라하며,이를소개하고자한다.

* Off-policy Learning

핵심 아이디어는 u = −Kkx+ e 대신 u = u0라는 입력

을넣는것인데,이경우

u = u0 =−Kkx+(Kkx+u0) =−Kkx+ e

라고도 생각할 수 있으니, 이는 마치 매 k번째 실험에서
noise e(t)로 (Kkx(t)+u0(t))가사용된것과같이간주될
수 있다. 결국 똑같은 신호 x(t)를 마치 u = −Kkx + ek

에 대한 시스템의 해이고 k번째 마다 서로 다른 ek =

Kkx+u0에의한것이라고간주하는것이다.

이렇게 되면 식 (13)과 (14)에서 e 대신 Kkx+ u0로 치

환하게되고,식 (14)의좌변의적분은항등식

xT ⊗ eT R = xT ⊗ (xT KT
k +uT

0 )R

= (xT ⊗ xT )(In⊗KT
k R)+(xT ⊗uT

0 )(In⊗R)

을사용하면,(
xT (t +δ )⊗ xT (t +δ )− xT (t)⊗ xT (t)

)
vec(Pk)

−2
∫ t+δ

t
(xT ⊗ xT )dτ (In⊗KT

k R) vec(Kk+1)

−2
∫ t+δ

t
(xT ⊗uT

0 )dτ (In⊗R) vec(Kk+1)

=−
∫ t+δ

t
xT ⊗ xT dτ vec(Qk)

(17)

가된다.이제 0≤ t1 < t2 < · · ·< tl에대해

δxx =


xT (t1 +δ )⊗ xT (t1 +δ )− xT (t1)⊗ xT (t1)

...
xT (tl +δ )⊗ xT (tl +δ )− xT (tl)⊗ xT (tl)



θxx =


∫ t1+δ

t1 xT ⊗ xT dτ

...∫ tl+δ

tl
xT ⊗ xT dτ

 , θxu =


∫ t1+δ

t1 xT ⊗uT
0 dτ

...∫ tl+δ

tl
xT ⊗uT

0 dτ


라고하고,이를통해

Θk :=
[
δxx, −2θxx(In⊗KT

k R)−2θxu(In⊗R)
]

Ξk :=−θxxvec(Qk)

라정의하면,식 (17)을 t = t1, t2, · · · , tl에적용하여

Θk

[
vec(Pk)

vec(Kk+1)

]
= Ξk (18)
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를얻는다.
행렬 Θi의모양이 on-policy learning의경우와달라져

있지만,

rank
([

θxx, θxu

])
=

n(n+1)
2

+mn (19)

이만족되면 Θi도같은 rank를가짐을보일수있다.따라
서,식 (19)가만족되는한 on-policy learning에서의결과
와동일한결과를얻을수있다.
이제 off-policy learning이어떻게진행되는지살펴보

자.우선 u0(t)라는임시제어입력을만들어 t1부터 tl +δ

까지 시스템에 인가하고 x(t)를 기록한다. 물론 입력 u0

의한예로−K0x(t)+e(t)를써도되고다른것을써도된
다.기록된 x(t)와 u0(t)로부터 δxx, θxx, θxu를만들고가정

(19)가성립될때까지 l을키운다.식 (17)을잘보면,이때
만든 δxx, θxx, θxu는매 k번째시행마다새로구할필요가
없다는 것을 알 수 있다. 따라서, K0로부터 시작하여, P0

과 K1,다시 P1과 K2를계속해서식 (17)로부터얻어낼수
있다.

3. 결론

본 편에서는 시스템 모델 정보 없이도 시스템의 입

력과 상태변수 정보로부터 최적 제어 입력을 구해낼 수

있음을 살펴보았다. 본 편의 접근법은 Markov decision
model을사용하는강화학습과많은유사성이있으며,연
속 시간 공간에서 전개된 고전 제어에 익숙한 독자들이

쉽게 data-driven제어의분위기를파악하는데도움이될

것으로생각한다.
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