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Sampling Zero란무엇인가?
심형보 (서울대학교전기정보공학부)

“최소위상시스템을이산화하면비최소위상시스템이될수도있다고하던데그게사실인가요?”

부끄럽지만필자역시처음이질문을들었을때,학부나대학원수업때들어본적이없는내용인지라무슨말

인지알지못했던기억이난다.본편을통해상대차수,최소위상시스템, intrinsic zero와 sampling zero에대해서

공부한후,위질문에당당히 “그렇다”라고대답해보자.

1. 서론 :다아는이야기

우리가제어하고자하는대상이되는로봇,자동차,모
터 등의 실제 시스템은 연속시간(continuous-time) 시스
템이지만, 이를 컴퓨터로 제어하기 위해서 대상이 되는
연속시간시스템의출력값을이산시간(discrete-time)에
서 sampling하고, 또한 컴퓨터로 계산된 이산시간 제어
명령을 ZOH (zero-order-hold)를 사용하여 연속시간 입
력값으로변환한다는것은널리알려져있다.이를그림
으로표현하면아래와같이되는데,

여기서, sampling주기를 T라하고, t는연속시간변수인
실수, k는이산시간변수인정수라고한다면,

sampler: ȳ[k] = y(kT )

ZOH: u(t) = ū[k], kT ≤ t < (k+1)T

가성립함을알수있다.

본 편에서는 간단한 선형시불변 단일입력-단일출력
시스템(LTI SISO system)만을 생각할 것이고 이 시스템
이 G(s)라는전달함수로표현되었다고하자.또한, G(s)
는

G(s) =
gn(s)
gd(s)

(1)

와 같이 서로소(coprime)인 분자다항식 gn(s)와 분모다
항식 gd(s)로 표기된다고 하고, gd(s)는 시스템 차수인
n차 다항식이며 gn(s)의 차수는 gd(s)의 차수보다 작은
경우만 다루도록 한다. 이러한 시스템은 물론 상태변수
공간에서

ẋ(t) = Ax(t)+Bu(t), y(t) =Cx(t) (2)

와 같이 표기될 수 있으며, 이 때 행렬 A ∈ Rn×n, B ∈
Rn×1, C ∈ R1×n는 G(s) = C(sI−A)−1B를 만족함을 쉽
게보일수있다.

이제 우리의 관심을 이산시간으로 돌려, 이산시간에
서의 시스템 입력 ū[k]와 출력 ȳ[k]의 관계를 살펴보고자
한다.이를위한간편한방법은이산시간상태변수 x̄[k]를
도입하는것인데,연속시간상태변수 x(t) ∈Rn의 t = kT
일때값을 x̄[k]라정의하자.즉, x̄[k] = x(kT )가되는셈인
데,시간 t = t0에서초기값 x(t0)를가지고시작된연속시
간시스템 (2)의해 x(t)가

x(t) = eA(t−t0)x(t0)+
∫ t

t0
eA(t−τ)Bu(τ)dτ

로 표현된다는 것을 상기해 보면, 이 식에 단순히 t =
(k+1)T와 t0 = kT를대입하는것만으로

x̄[k+1] = x((k+1)T )

= eAT x(kT )+
∫ (k+1)T

kT
eA((k+1)T−τ)Bu(τ)dτ

= eAT x̄[k]+
(∫ (k+1)T

kT
eA((k+1)T−τ)Bdτ

)
ū[k]

ȳ[k] = y(kT ) =Cx(kT ) =Cx̄[k]

를 유도할 수 있다. 윗 식을 조금만 예쁘게 적어본다고
하면,

Ā := eAT , C̄ :=C,

B̄ :=
∫ (k+1)T

kT
eA((k+1)T−τ)Bdτ =

∫ T

0
eAτ dτB

(3)

라고정의된행렬을이용하여,

x̄[k+1] = Āx̄[k]+ B̄ū[k], ȳ[k] = C̄x̄[k] (4)
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와같이쓰면된다.

이 식 (4)가 바로 연속시간 시스템 (2)의 이산화된

discrete-time LTI SISO system의표현형이된다.이식의
유도과정에서 볼 수 있듯이 (4)는 (2)의 근사식이 아님
을 기억해야 하고, 단순히 이산시간 t = kT에서 입력과
상태변수,그리고출력간의관계를나타낸식이라고이
해하면된다.

1.1. 상대차수,극점,영점,그리고최소위상시스템

이제 본격적인 논의를 위해 몇 가지 용어를 정의하려

고 한다. 우선 연속시간 시스템 뿐 아니라 이산시간 시
스템의 경우에도 전달함수를 정의할 수 있으며, 시스템
(4)의전달함수는

Ḡ(z) =
Z {ȳ[k]}
Z {ū[k]}

= C̄(zI− Ā)−1B̄

와같이되는데,여기서 Z {ū[k]} := ∑
∞
k=0 ū[k]z−k는이산

신호 ū[k]의 Z -변환이라고하며,복소변수 z의함수라고
할수있다.

전달함수에 대한 ‘상대차수(relative degree)’는 그 전
달함수분모다항식의차수에서분자다항식의차수를뺀

것으로 정의한다. 이 정의는 연속시간 전달함수 G(s)와
이산시간전달함수 Ḡ(z)모두에적용된다.한편, G(s)가
상대차수 r을가지면 0아닌상수 K를가지고아래와같
이일반적으로표기할수있는데

K
sn−r +©sn−r−1 + · · ·+©

sn +©sn−1 + · · ·+©
= Ks−r +©s−r−1 +©s−r−2 + · · ·

이식이의미하는바는입력 u(t)를최소한 r번적분해야
(즉, 1/s를 r번 거쳐야) 비로소 출력 y(t)에 나타난다고
볼 수도 있다. 마찬가지로 (z−1Z {ū[k]} = Z {ū[k− 1]}
이성립하기때문에) Ḡ(z)의상대차수가 r인경우에는윗
식에서 s대신 z로생각해보아입력 ū[k]는최소한 r스텝
뒤에야출력 ȳ[k]에나타난다고이해할수있다.

한편, G(s)의 ‘극점(pole)’이란식 (1)에서 gd(s)의근을
말하며 ‘영점(zero)’이란 gn(s)의 근을 말한다. 마찬가지
로 Ḡ(z)의극점과영점도동일하게정의된다.복소수 p가
연속시간 G(s)의극점이라고하면, Ḡ(z)는 epT를극점으

로갖는다는것은식 (3)을포함한앞의논의에서쉽게알
수있다.다만,복소수 q가G(s)의영점이라고해서 eqT가

Ḡ(z)의영점인것은아니며,대신샘플링주기 T가점점
작아질때 Ḡ(z)의영점이 eqT와점점유사해진다는것은

알려져있다.

‘최소위상(minimum phase) 시스템’이란 연속시간 전
달함수의 경우 모든 영점의 실수부가 음수일 때, 이산

시간의 전달함수의 경우 모든 영점의 크기(magnitude)
가 1보다 작을 때의 시스템으로 정의되어 있다. 해당 시
스템이 최소위상이 아닐 때 ‘비최소위상(non-minimum
phase)시스템’이라한다.

2. 본론 :흥미로운이야기

2.1. 이산화를하면상대차수가변할까안변할까?

차수가 n인연속시간시스템G(s)의상대차수가 r (1≤
r≤ n)이라고하자.이시스템을샘플링주기 T로이산화
(discretization)를 하여 이산시간 시스템 Ḡ(z)을 얻었다
고하면, Ḡ(z)의상대차수는 r과같을까?이질문의답은
연속시간시스템 G(s)의상대차수가무엇이든지이산시
간 시스템 Ḡ(z)의 상대차수는 거의 모든 경우에 1이 된
다는것이다!
왜그럴까?그리고 ‘거의모든경우’라고한이유는또

무엇일까?이문제에답하기위해예를들어다음과같은
연속시간시스템을생각해보자.

G(s) =
−s+3

s3 +3s2 +3s+1

이시스템은 3차시스템이고상대차수 r = 2를가지고있
다.이시스템의초기값이 0일때 unit step입력을가하면
아래와같은출력(step response)을얻게된다.

이번에는 이 시스템을 샘플링 주기 T로 이산화한 시
스템 Ḡ(z)가있다고하고,이시스템의이산시간 step re-
sponse을구해보자.사실이산시간 step response는 (계산
없이도) 위 그림에서 바로 알아낼 수 있는데, 그 이유는
이산시간 step input ū[k] = 1 (k ≥ 0)을인가하면 ZOH를
통해연속시간입력 u(t) = 1 (t ≥ 0)이만들어지고,이입
력에대한출력을그린것이바로위그림이기때문이다.
즉, 위 그림에서 출력 신호를 T초 간격으로 샘플링하면
그것이바로 ȳ[k]신호가되는것이다.
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그런데 T가 α와 같지 않은 경우에는 ȳ[0] = y(0) = 0,
ȳ[1] = y(T ) 6= 0라는 것을 알 수 있는데, step input ū[k]
에 대하여 한 스텝 뒤에 바로 0이 아닌 출력 ȳ[1]가 나왔
다는 것의 의미는 (1.1절에서 살펴본 바와 같이) Ḡ(z)의
상대차수가 1이라는것이다.즉, G(s)의상대차수는 2이
지만, Ḡ(z)의 상대차수는 1이 되었다! 가만히 생각해 보
면,주어진연속시간시스템의 step입력에대한출력은 0
에머물러있지않고앞의그림에서처럼즉시반응할것

이고,따라서 0초이후에는무언가 0아닌출력이나오기
시작할것이다.때문에샘플링주기 T가아주특수한값,
예를들어,위그림에서의 α와같은것이아니라면거의

모든 T에대해 Ḡ(z)는상대차수 1을가지게된다는것이
다. 따라서 앞에서 말한 ‘거의 모든 경우’란 ‘거의 모든
샘플링 주기 T에 대해서’란 뜻이다. (위 그림에서의 경
우에 T = α라면,이때는 ȳ[0] = ȳ[1] = 0, ȳ[2] 6= 0이되게
되므로 Ḡ(z)의상대차수는 2가될것이다.)

2.2. 상대차수가줄었다면새로운영점이생겼다?

앞에서 살펴본 예의 경우 연속시간 시스템 G(s)은 3
차이고상대차수가 2였기때문에한개의영점을가지고
있었다. 이를 이산화한 Ḡ(z)는 3차이면서 상대차수가 1
이되었다.그렇다면 Ḡ(z)의영점은두개가있다는것인
데그중하나는연속시간의영점에서온것이라예상할

수있지만나머지하나는뭘까?바로이새로운영점,즉,
이산화 과정에서 새롭게 만들어진 이 영점을 ‘sampling
zero’라고부르는것이다.
예를통해좀더살펴보고자 m-chain적분기라불릴수

있는연속시간시스템

P(s) =
1
sm

을 생각해 보자. 이 시스템은 간단하기 때문에 unit step
입력에대한출력 y(t)는단순히 step입력을 m번적분한
y(t) = tm/m!임을 쉽게 알 수 있고, 이를 T초 간격으로
샘플링하면이시스템을이산화한 P̄(z)에이산시간 step
입력을인가했을때의출력 ȳ[k]도

ȳ[k] = y(kT ) =
T m

m!
km

와같이쉽게구할수있다.또한, unit step신호의 Z -변
환이 1/(1− z−1)임을상기할때

P̄(z) =
Z {ȳ[k]}
Z {ū[k]}

= (1− z−1)
T m

m!
Z {km}

라는 사실을 얻을 수 있다. 여기서 Z {km}은 다음

Lemma로부터구할수있다.

Lemma 1: With discrete time index k and given posi-

tive integer m,

Z {km}= γm−1(z)
(1− z−1)(z−1)m

where γm(z) is the Euler-Frobenius polynomial defined by

γm(z) = β
m
m zm +β

m
m−1zm−1 + · · ·+β

m
1 z+β

m
0

with

β
m
i =

i

∑
j=0

(−1)i− j( j+1)m+1
(

m+2
i− j

)
.

참고로 Euler-Frobenius다항식의예를들어보면

γ1(z) = z+1

γ2(z) = z2 +4z+1

γ3(z) = z3 +11z2 +11z+1

와 같은데, 이로부터 모든 자연수 m에 대해 γm(z∗) = 0
이면 γm(1/z∗) = 0이성립함을알수있다.즉, z∗가근이
라면 1/z∗도근이란말이된다.
결론적으로 m-chain 적분기 G(s) = 1/sm을 이산화하

면, Ḡ(z) = T mγm−1(z)/(z−1)m이되어 z = 1에 m개의극
점을가지는이산시간시스템이되었다.또한,연속시간
에서는 영점이 하나도 없었는데, 이산시간에서는 m− 1
개의 sampling zero를가지는상대차수 1을갖는시스템
이되었음을확인할수있다.

2.3. 샘플링영점의위치까지예측할수있다고?

앞에서살펴본 m-chain적분기의경우어떤샘플링주
기 T로샘플링하든새롭게생긴 sampling zero의위치는
언제나 m−1차 Euler-Frobenius다항식의근으로주어졌
다.그런데,일반적인연속시간시스템 G(s)를이산화한
Ḡ(z)의영점의위치도쉽게예측이가능할까?물론 G(s)
가 주어지면 Matlab 등의 연산 도구를 사용하여 Ḡ(z)를
구한 뒤 영점을 계산해 내는 것도 가능할 것이지만, 본
절에서는 T가 매우 작을 때 대략적으로 Ḡ(z)의 영점을
구할수있음을 [2]에서인용된다음정리를통해알아보
고자한다.

Theorem 1: For any G(s) that has relative degree r,

lim
T→0

Ḡ(z)
T r =

K
r!

γr−1(z)(z−1)n−r

(z−1)n

where K is a constant defined by K = lims→∞ srG(s).

윗식을적절히해석해보면,우선좌변에서 T r로나눈

뒤 T → 0을 해도 무한대로 발산하지 않는다는 것으로
부터 Ḡ(z)는샘플링주기 T가점점작아질때 Ḡ(z)역시
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T r 정도의 크기로 작아지고 있음을 알 수 있는데 이는

앞 절의 m-chain 적분기의 경우에서도 확인할 수 있다.
한편, 우변에서 (z− 1)n−r항은 분자와 분모에서 약분될

수 있지만 굳이 그대로 두었다. 때문에 이 식을 다음과
같이 해석할 수 있겠다. 우선, 이산시간 시스템이 가진
n개의 극점은 T → 0에 따라 모두 1로 수렴해 간다. 이
는 Ḡ(z)의극점은 G(s)의 n개의극점 pi로부터각각 epiT

로주어짐을알기때문에자명한결론이다.한편, G(s)의
n− r개의 영점 qi은 이산화에 따라 Ḡ(z)의 n− r개의 영
점을 만들게 되며, 이들 Ḡ(z)의 영점들은 T → 0에 따라
eqiT와 유사한 값을 같는다는 것이 알려져 있기 때문에

이들 모두 1로 수렴하는 것은 당연한 결과이다. 이와 같
은 Ḡ(z)의 n− r개 영점들을 (sampling zero와 대비하여)
‘intrinsic zero’라고부른다.마지막으로, Theorem 1의우
변으로부터 T → 0일때 Ḡ(z)는추가적인 r−1개의영점,
즉, sampling zero를 갖는데, 이들은 모두 r− 1차 Euler-
Frobenius 다항식의 근으로 수렴해 간다는 사실을 알게
된다. 생각해 보면, 위 정리는 모든 G(s)에 대해 성립하
므로어떤시스템이든지샘플링주기 T가작아진다면위
성질을피할수없다.
다시한번예를들어보자.

위그림은모든물리량을 1로간략화한 two-mass-spring-
damper시스템이다.이시스템의연속시간전달함수는

G(s) =
s+1

(s2 +1)(s2 + s+1)+(s+1)s2

와같이구할수있고,샘플링주기가 T = 0.1초일때Mat-
lab을통해이산시간전달함수를구하면

Ḡ(z) = 10−4× 1.6z3 +4.8z2−4.2z−1.4
z4−3.8z3 +5.4z2−3.4z+0.8

이된다.역시나 4차시스템 G(s)의상대차수가 3임에도
Ḡ(z)는 상대차수 1을 갖고 있다. 이제 Ḡ(z)의 영점을 계
산해보면,

0.90, −0.26, −3.63

을가짐을알수있다.이중첫번째영점은G(s)의영점인
−1부터 얻어진 intrinsic zero로 T → 0일 때 1로 수렴하
는 성질을 가지고 있음을 유추해 볼 수 있다. 한편, Ḡ(z)
는 2개의 sampling zero를 가지게 되는데 이들은 T → 0
일때 γ2(z) = z2+4z+1 = 0의두근−0.268과−3.732로
수렴한다는것도유추해볼수있다.또한, T → 0에따라

Ḡ(z)의숫자 10−4도점점더작아질것이다.

2.4. 그래서 최소위상 시스템을 이산화하면 비최소
위상시스템이될수도있는거구나!

Euler-Frobenius다항식은그근이항상음의실수이고
중근이 발생하지 않는다는 것이 알려져 있다 [3]. 또한
앞 절에서 z∗이 근이라면 1/z∗도 근이 됨을 이야기한 적
이있다.이말은,한근이복수평면의단위원(unit circle)
내부에 위치하면 다른 하나는 반드시 unit circle 바깥에
위치해야만한다는것을뜻한다.그렇기때문에 2차이상
의 Euler-Frobenius 다항식은 언제나 한 개 이상의 근이
unit circle 바깥에 놓일 수 밖에 없고, 따라서 연속시간
시스템의 상대차수가 r = 3 이상일 경우, Theorem 1의
결과에따라샘플링주기 T가충분히작을때 Ḡ(z)는불
안정한영점을가질수밖에없게된다.이성질은G(s)가
무엇이든지항상발생하는상황이기때문에비록G(s)가
최소위상시스템이라하더라도 Ḡ(z)는비최소위상시스
템이될수있는것이다.

3. 결론 :뒷이야기

3.1. Sampling zero에관한또다른해석

지금까지는 sampling zero를수리적분석을통해설명
해보았지만사실영점(zero)이란,소위 zero dynamics라
는것이선형일때,그시스템행렬의고유치(eigenvalue)
로정의된것이다.이런해석을따라간다면왜이산화를
통해새로운영점이생길수있는지를직관적으로이해

할 수도 있다. 우선 어떤 연속시간 시스템의 출력 y(t)가
0으로유지되고있는상황을상상해보자.이를위해서는
모든시간 t ≥ 0동안 Cx(t) = 0이어야하는데,상태변수
x(t)가행렬C의 null space에서시작해서계속그곳에머
물러있어야한다는뜻이다.물론 x(t)는입력 u(t)로부터
영향을 받기 때문에 이 상황을 상상하기 위해서는 입력

u(t)도 x(t)가 C의 null space에 머무르도록 잘 선정되었
다고 생각하자. 따라서 u(t)는 x(t)의 함수로 주어지며,
선형시스템의 경우 이 상황을 만드는 입력 u(t)를 언제
나찾을수있다.이상황에서 x(t)의움직임은어떤미분
방정식의지배를받게되는데,그미분방정식을 zero dy-
namics라고 부른다. 한편 zero dynamics의 차수는 n− r,
즉,시스템차수와상대차수의차이로주어지게된다.예
를들어,

y = x1, ẋ1 = x2 +u, ẋ2 = x1 +u

라고 하면, y(t) = x1(t) = 0을 이루기 위해서 x2(0)은 아
무값을가져도상관없지만 x1(0) = 0이어야하고 u(t) =
−x2(t)이어야만 한다. 이 경우, ẋ1(t) = 0가 유지되어 출
력에서는아무것도보이지않는다.이경우에도시스템



알기쉬운 제어이론 2019-1 5

내부에서움직이는동역학이있는데그것이바로 ẋ2(t)=
x1(t) + u(t) = 0− x2(t)인 셈이고, 이 동역학 ẋ2 = −x2

를 zero dynamics라 부르며, 이 zero dynamics의 시스템
행렬의 고유치 −1이 곧 위에서 본 2차 시스템의 영점이
되는 것이다. (실제로 2차 전달함수를 구하여 점검해 보
아도좋다.)
그런데 이산화를 하면 왜 새로운 sampling zero가 추

가적으로 생길 수 있는 것일까? 이산시간 시스템의 ȳ[k]
는사실연속시간출력 y(t) =Cx(t)를 t = kT에서,즉,매
T초마다 뜨문뜨문 보는 것이기 때문에 ȳ[k] = 0을 유지
하기위해서는시스템의상태변수 x(t)가 C의 null space
에서계속해서머무르지않고중간중간에C의 null space
를빠져나왔다가 t = kT일때만되돌아가도된다.즉, C의
null space에서나왔다되돌아가게하는입력 ū[k]가있다
면이것도하나의새로운이산시간 zero dynamics를만들
어줄수있게되며,결과적으로이산시간 zero dynamics
는 연속시간 zero dynamics보다 더 많은 차수를 가질 수
있게되는것이다.샘플링주기 T가매우작아질경우이
산시간 시스템의 거동은 연속시간 시스템과 비슷해 질

것이다.그렇다면연속시간시스템에서출력을 0으로유
지하게했던입력 u(t)와유사한 ū[k]역시이산시간시스
템의 출력을 0으로 유지하게 할 수 있을 것이며, 이러한
입력에의해연속시간영점 qi으로부터야기된이산시간

시스템의 영점은 eqiT의 값과 유사할 수 있게 된다. 한
편, T가매우작더라도 x(t)를C의 null space에서나왔다
되돌아가게 하는 입력은 주로 매 샘플링 구간마다 교번

(alternating)하는입력이될것이고,이입력에의한영점
이 sampling zero라고이해하면된다.교번하는이산시간
시스템의고유치는음의실수임을상기할때,이사실은
Euler-Frobenius다항식의근이항상음수로주어진다는
사실과도일맥상통하는면이있다.

3.2. 비최소위상시스템

불안정한영점을가진비최소위상시스템은제어하는

사람들에게는언제나골치덩어리이다.주어진시스템이
비최소위상일경우,고이득궤환제어기(high-gain feed-
back control)를 사용할 때 쉽게 폐루프 시스템(closed-
loop system)이 불안정해지기도 하고, 제어 성능 향상
에 제약이 있다는 것이 알려져 있으며, 극점-영점 소거
(pole-zero cancellation)에 의한 쉬운 제어기 설계가 불
가능하고, 해당 시스템의 역동력학(inverse dynamics)이
불안정하기때문에임의의 reference신호를시스템출력
이점근적으로따라가게하는것이어려워지고,나쁜의

도를 가진 사람들이 제어 시스템을 몰래 파괴하는 것이

이론적으로 가능해지기도 한다 [5]. 그렇기 때문에 연속
시간에서최소위상을가지는시스템이라하더라도이산

시간에서 비최소위상 시스템이 될 수 있다는 사실은 그

다지좋은소식은아니지만,그나마 intrinsic zero는모두
안정하고 sampling zero만 불안정한 경우에는 제어기법
을 적절히 설계함으로 극복하는 경우 [4]가 발생하기도
한다.
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